SUITES NUMERIQUES 


PROF : ATMANI NAJIB 


2BAC SM BIOF 


Exercices d'application et de réflexions avec solutions 


Exercices avec solutions 
Sur LES SUITES NUMERIQUES 


Exercice1:soit (u,) ,. la suite récurrente définie 


u, =0 
par : 


VneN 
Un = VU T2 


1- Calculer les 3 premiers termes. 


neN 


2- Montrer par récurrence que: vneN :0<u, 
3- Montrer par récurrence que : vneN : U, €2 
Solution :1)on a u, = Ju, +2 

Pour n=0 on a: u = Ju, +2 donc u = J2 

Pour n-1 on a: u, = Ju, +2 donc u, 2 4N2 «2 


Pour n=2 on a: u, = Ju, +2 donc 


u, = 4/2 +2 +2 


2) Montrons par récurrence que : 
O<u, 


tétapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 


VneN 


uy =0 donc 0< ug. 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : d'hérédité ou Hypothèse de récurrence 


Supposons que: 0 € u, 


3étapes : Montrons alors que : 0 € u, ?? 
Orona:u,, - Ju, *220 

donc: vaeN :0<u, 

3) Montrons par récurrence que: vneN 


wo S2 
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 
uy =0 donc t € 2. 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : d'hérédité ou Hypothése de récurrence 


Supposons que: u, € 2 


3étapes : Montrons alors que : u,,, € 2?? 
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ona: u, €2 donc u, 42x42 Ju, «42x J4 
<2 


nil — 


>u 


donc: vneN :0<u, 


Par suite :: vneN :0<u,<2 


On dit que la suite (u, Le est majorée par 0 
car 4, <2 vneN 

On dit que la suite (u, ba est minorée par 0 
car 0<u, YneN 

On dit que la suite (u, Jian est bornée car : 
VneN 


:0<u, <2 


Exercice2:soit (v,).., la suite définie par : 


v,-4n41l-4n | VneN' 


1)Montrer que (v, ),., est minorée par 0 


2)Montrer que. (v, ),., est majorée par : 


nèl 
3)Que peut-on déduire ? 
Solution :1)Montrons que : VneN' O<v, ?? 


(Vn+1-vn)( n*ledn) 


v, 2 4n41l- 4n = (Le conjugué) 
nl n 
2 2 
" (vn) -(vn) | n+l-n | 1 si 
” ntl n n+l+4n nel n 


Donc :0<v, VneN' 


Donc :(v,),., est minorée par 0 


2)Montrons que: v, <> ?? Vne N” 


1 1 1 2-( n+1+Vn) 
ng n+l+Vn 2 n1 n 
Ona:n21 etn+1>2 donc /n21 et Vn+1>V2 


|= 


Donc : /n«1«4/n 21-42. donc 
(Vn+1+Vn)< 1 ND 
«Le n)«1-42 et puisque : 1-42 «0 


donc 2-( n 


Donc vos VneN' 


Donc v, 4 VneN' 


1 


Donc la suite (v, ),„, est majorée par " 


3)Donc la suite (v, J est bornée car : 


Vne N° 0<v, <> 


Exercice3 :Soit la suite récurrente (u,).. définie 
2+cosn 


3—sin Jn 


Montrer que (u, ) 


par : u, = VneN 


„eyn ESt bornée 
Solutions :Soit neN ona: 
—1<cosn<1 vneN et-1<sin/n x1 
:1€24cosn €3et -1x —sin n <1 
‘1<2+cosn<3et 2x3-sin |n <4 
1<2+cosn<3et V, < 
2+cosn 
AS ne 


cad : 1⁄4 <u, < Y, donc : (u,),.,est bornée 


donc 


donc 


donc : 


3— can 


donc : 


Exercice4:Soit la suite récurrente (u, je définie 
par: u,-(-l) sin/n | vneN 


est bornée 
neN 


Montrer que (u, ) 


Solutions :Soit n € N ona: 


= (iy sin vn = (-1)"||sin vn! = lin vn! <1 


u 


n 


donc : (u, ),„„ est bornée 


es la suite récurrente définie 


Exercice5:soit (u, ) 
VneN 
Montrer par récurrence que u, <u,, VneN 
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Solutions :1étapes :on a u, = Ju, +2 = V2 
Pour n=0 nous avons u =1 donc u € u,. 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes :Supposons que: u, < u, 


Eu, ,?? 


nil — 


+2 


3étapes : Montrons alors que : u 


ona:u,<u,,, donc u,+2<u 


n+l 


donc : yu, +2 € fu, +2 donc u, <u, 
U, <u 


n+l 


Par suite :: vneN 


On dit que la suite (u jum est croissante 


Exercice6:soit (u, ) 
n ok 
u, = 2r 


Etudier la monotonie de la suite (u,) 


,Jy la Suite définie par : 


Yn e N° 


neN* 
Solutions : 
n4l 2k 55 n ok Put n DE 
sau EEE Nr 
im e ak ak n+l mk 
2"# 
U, U, = -0 Donc:u,<u,, VneN 
n+l 


est strictement croissante 


donc la suite (u, Le 


Exercice7:soit (u,) la suite définie par : 


neN* 
n 

u,- 

"^ tintk 


Yn e N° 


Etudier la monotonie de la suite (u, 


ntl 


Solutions :4,,, - u, = 
v SE 


int 


n+l 


Et on a: 2. 


n+2 


-$— 


k=2n 


=k+1 


on pose &' 
+1+k 


Et puisque k’ est un variable on peut l'appeler k' 
n+2 1 n+2 1 


5—7 S 


in+i+k n+k tnck 


Donc : 

+ 1 "od 1 1 1 
—u = — = + 
œntk Ein+k 2n+1 2n+2 n+l 


1 
aeee u N 
G S 


PAD 
-—— -0 VneN' 
n4l 


Uu, 


IN 


donc la suite (u,) est strictement croissante 
neN 


xe la suite récurrente définie 


8(u, -1) 
u,+2 VneN 


Exercice8:soit (u, ) 


par : 


uy =3 
1) Montrer que (u, De est minorée par 2 


2) Montrer que (u, ).... est majorée par 4 


neN 


3)Etudier la monotonie de la suite (u, ) oy 


Solutions :1) Montrons que 2Xu, |. vneN*t** 
{étapes : n=0 on a : 2<u,car 2«3 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : Hypothèse de récurrence : 


Supposons que: 2 € u, 


3étapes : Montrons alors que : 2 € u, , ?? 


23 90,71). _8(u,-1)-2{u,+2) 6u, -12 
Fo À u, +2 p u, +2 D u, +2 
6(u, -2) 


u, -2= et puisque on a : 2 <u, 


nd 


u +2 


n 


Donc : u, -220 et u,+2>0 
Donc: u,,-220 


donc 2Xu, VneN 


2) Montrons que 4, 4 — vn eN'es* 


1étapes : n=0 on a : U € 4car 3«4 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : Hypothèse de récurrence : 


Supposons que: u, € 4 


3étapes : Montrons alors que : u,,, € 4?? 


_8(u, -1) A(u, * 2) - 8(u, -1) -4u, +16 


4-u, 7 dsa et puisque on a : 
u, +2 u, +2 
u, <4 


Donc : 4-u, 20 et u,+2>0 


„ıı <4 parsuite u, €4 vn eN 
| 8(u, -1) | 8(u, -1)-u,(u, 2). -u +6u,-8 
ü p u, +2 


Donc u 


3) u 


BROWN WA. y u, +2 


n 
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On va factoriser -u,*+6u, -8 : A=36-32=4>0 


-642 -6- 
ee QE et € donc : 


-u,^ +6u, 8- (u, 2)(u, 4) 
-(u, -2)(u, -4) 


Donc : u-u, = 
u, +2 


nt 


Orona:u,z2 etu, «4 


„ - 20s 73) 0.75). 6 donc la suite 
i u, +2 


n 


Donc : u 


nd — 


(u,) est strictement croissante 
neN 


Exercice9:Un jeune homme se préparait à 
l'examen du baccalauréat ; son père, pour 
l'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en 
récompense 

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond- 
t-il, donne-moi seulement 1 centime le 1*' juin, 2 
centimes le lendemain, 4  centimes le 
surlendemain, en doublant chaque jour jusqu'au 
20 inclusivement. Et donne mois la somme. 
J'emploierai cet argent pour faire un voyage 
pendant les vacances. 

Le pére pensa qu'avec cette somme son fils n'irait 
pas loin ; mais au bout de quelques jours, il 
commença à s'apercevoir de son erreur. 

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en 
vacances ? 

Solution :Les nombres de centimes à payer 
chaque jour sont les termes d'une suite 
géométrique de 20 termes dont le premier est : 
u, -letetla raison q =2 


u, — 2 (La somme à donner le 2 iem jour) .... 
u» =... (La somme à donner le 20? jour) 


Donc : u, =u xq" =1x2"" =2" 


u 2 27! 22? 2524288 Centimes 

La somme totale à payer serait : 

j= Dh 

Son =U, HU, HU +... d Uy EU, —— 
20 1 2 3 20 1 i 5 

$4, 22? -1—10485.75 

centimes S = Imillion 500dh Joli voyage ! 

Exercice10:calculer en fonction de n la somme 

suivante : 


10) 


Solutions :1)on pose : u, zB 


Ona: (u, ), une suite géométrique de raison 


1 u I 
q= 7 Car en > DONC : 
U, 


ay 
„S E «| 


la suite définie par : 


Exercice11:soit (u, Joss 


VneN 


et on considère la suite (v,), ,, définie par : 


1 
yr T VneN 


1) Montrer que u, = + VneN 


n a"? 


2) a)Montrer que (v, ), ,, est une suite 


géométrique dont en déterminera la raison et le 
premier terme 


b) écrire V, et 4, en fonction den 
k=n 


C) calculer la somme : 5, — du, =U tU t.t, 
k=0 


Solution :1)montrons par récurrence que 
1 


Wu MT. VREIN 
9 3 
1étapes : n=0 u, siipi 2 nu 
9 3? 9 9 9 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes :Supposons que: u, = Eu, + = 


3étapes : Montrons alors que : 
1 2 
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1 2 
Uu, F 21 fra, <9 fu U À) 


z) donc u 


n+l 3" 


2 


n+2 T n+l T ge 


1 
—u 
9 


Par suite:: VneN :u 


2)a) on a: v u 


nd Ua 7 g^" 


1 2 1 1 1 
Donc : vpi =—u,+—-— E mn -— 
9 3 3 9 3 


1 1 1 
Vari = 9 u, ES donc Vu e 9" 


Donc (v, ),.,, est une suite géométrique de raison 
1 , 

q= 3 et de premier terme v, =1 

2) b)écrire v, et u, en fonction den 


Ona (v,),.,, est une suite géométrique de raison 


— 


q=- et de premier terme v, =1 


Nel 


1 n 
Donc : v, 2v xq" €»v, -(3) VneN 


Puisque : u, =v, +L donc u, -(3) 42) 
3" 9 3 


k=n 
U, — Ug tU, +... +U, ?? 


u, =v, +w, avec w, 2| — 
3 
on a (v, ) xet (w, ) ,, sont deux suites 


REI , 1 NE 
géométriques de raison q = 5 et q'- z donc 


k=n k=n k=n 
donc 5, — DU: a D +$ w, 
k=0 k=0 k=0 


n+l n+l 
s l pus 
9 3j 9 
eu 21 s] 2B] 
U,=—— - 
par] 8 849 24.2 


HR 


Exercice12 :soit (u,) la suite définie par : 


neN 


n+l 


u, +2 YneN 
u, € |-1;0[ 
1) Montrer que -1 <u, «0 VneN 


2) Montrer que (u, Js est une suite strictement 


croissante 


3) Montrer que u,., > VneN 
u, +2 


n 


Nox 


Solution : 1) montrons par récurrence que 
—1<u, <0 VneN 


Et en déduire que : u, > VneN 


1létapes:n-0 ona:-1-«u,-«0 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes :Supposons que: —-1<u, «0 


3étapes : Montrons alors que : -1<u,,, «0?? 


Ona:-1<u,<0 donc: 1<u,+2<2 


1 1 
donc : 1« Ju, +2 4 42 donc : — < <1 
i NE Ju, +2 


et puisque : 0 <-u, «1 alors : 0 <= «1 
u +2 


n 


donc : S MG <0 donc -1-«u.,, «0 


+1 
Ju, +2 í 


d'oü:-1-«u,-«0 VneN 
2 ) Montrons que (u, ).., est une suite 


strictement croissante 


U, u, = fn -u,- fn (1- u, +2) 
u, +2 u, +2 
et puisque : 1- Ju, +2 <0 et Un 3 <0 
u, + 


alors : u,,, —u, =0 donc (u, ),..,est une suite 


strictement croissante 


3) Montrons que u,., 2 fn vn eN 


Ju, +2 


Soit neN ona: u, >u, car (u, ), ,, croissante 
1 1 
Donc : /2+u, >./2+u, cad Je 
+U, 


2 t ug 
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. u, u, 
et puisque : u, <0 alors : > 


J2+u, Z NES 


u 
Donc: u > n Yn eN 


nel — 
42 u, 


3)Soit neN ona:0-u,,2 Un 


nil — 
NS 


-u 
0x-u < aet 
n-l 2 
42*u, 
u 
O<-u, < n 


Le produit des inégalités donne : 
si 


( u*2) 


O<-u,< 


Ug 


Wo) 


Donc: u, > VneN 


1) Montrer que (v, )„ est une suite géométrique 


2) écrire u, en fonction de n 
Solution : 


n4 71 =] =] : 


Donc (v, JN est une suite géométrique de raison 
q =3 et de premier terme v, = —3 

2) écrire u, en fonction de n 

Ona (v,) 
q —3 et de premier terme v, =-3 


est une suite géométrique de raison 
neN 


Donc : v, Zu, xq" v, 2—3x3" 2-3"! Yn e N 


101 


: 2 2 
Puisque : v, -1- — donc u, SUR u, = 


y, 1 - 37! 


Exercice13:soit la suite (u, Jus définie par : 
u,-n'  VneN démontrer en utilisant la 
définition que : lim u, =+ 

Solution : Soit A :- 0 on va trouver n, e N tel que 
:pourtoutn 2 n, u,> A ???? 

u, -Aen -Acnr-4A 

On pose donc : n, = E(VA}+1 

Donc :n2n, =u,>A 

Donc : (VA > 0)(3 n, e N)(n2 n, = u, > A) 
Conclusion : lim u, =+% 


Exercice14:soit la suite (v, en définie par : 
v,=3-2n VneN démontrer en utilisant la 
définition que : lim v, = — 

Solution : Soit A:- 0 on va trouver n, €N tel que 
: pour tout n 2 n, v, «—A ???? 


v 4-Ae3-2na-Ae n $72 


On pose donc : n, -e(t 


Donc :n2 n, 2 v, 4-A 
Donc : (VA > 0)(3 n, e N)n2 n, = v, <— A) 
Conclusion : lim v, 2 —o 


n—-To0 


Exercice15: soit la suite (u, Juss définie par : 


1 " > - 
u =— VneN' démontrer en utilisant la 


” n 
définition que : lim u, =0 


Solution : Soit s =0 on va trouver n, € N tel que 


:pourtoutn 2 n, |u,-0| <£) ???? 


u, 


1 1 
SED-SESNr—- 
n E 


E 


On pose donc : n, = 2B +1 


Onadonc:n2 n, > lu, x£ = 


u,—0|<e 


Donc : (Ve > 0)(3 n, € N)(n2 n, 2 |u,-0| <£) 
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Conclusion : lim u, 20 


Exercice16:soit la suite (v, ) 
|. àn-1 

n+1 
définition que : lim v, =3 


n—>+00 


„ey définie par : 


VneN démontrer en utilisant la 


n 


Solution : Soit s =0 on va trouver n, €N tel que 
: pour tout n 2 n, |v, -3| <£) ???? 


3n-1 | 1 
-3 < E <£ES©n>— 
1 E 


n+ 


v,-346eec 


4 4 4 
S ——-«goncrl-—en--—-] 
n+l E E 


E 


Onadonc:n2 n, 2 |v, -3|« € 


4 
On pose donc : n, = ef- 
E 


Donc : (Ve > 0)(3 n, e N)(n2 n, 2 |v, -3| <£) 
Conclusion : lim v, 23 


n—-To0 


Exercice17:soit la suite (u,) définie par : 


u, (71) 


définition que : cette suite est divergente 


neN 


VneN Démontrer en utilisant la 


Solution : supposons que : (u, ), ,, converge 


vers une limite finie l 


Alors : Soit £ = : 


(3 n, € N)n2 n, > [(-1) 7 L1) 
Et puisque : 2n 2 n et 2n+1>n alors : 

1 1 

n2 n, 5 (|Il-l| «-)et(|-1-1| «— 
m > (17 11«z)et-17 1| «7) 


Donc:nzn, do oput et pres 
2 2 2 2 


Absurde : conclusion lim u, =0 


noo 
Exercice18:Utiliser les Opération sur les limites 
des suites pour calculer les limites suivantes : 
2 2-9 


1) lim ——-—-4—-1 2) ii E Pi ER 
d em 3n n? ) lim i "m 


3) lim nn 4) lim Jn -2n 
n—-oo noo 
5) lim 4n? -2n-5 


7) lim Jn? -3n+2-n 


Ilo 


Solutions : 


1 


1) lim 2 Aya 1=0-0+0-1= 
n 


n—>+0 3n n 


" 5 
Car : lim 2-20 et ing et lim — 


n9 fan n24 3g n4], 


2) im ( see 3+0)(1+0)=(-3)(1) 


n—+0 


Car : lines et N, 


nto n n—+0 in 


: 2 i 
3) lim n —n directement on trouve une 


noo 
forme indéterminée (+0 —00) 


lim n° -n= lim n(n-1)=+00 


n—+00 n—»too 


Car: lim n 2o et lim n—1-2 4o et 


n—>+00 noo 


+00 X +00 = +00 


= 0 


--3 


4) lim 4n -2n directement on trouve une forme 


n—+0 


indéterminée  (+20—00) 


noo 


lim Vn — 2n = lim Jn(1- 24 ) - —o 


Car : lim Vn =+% et lim (1-2n) c et 


n—-oo noo 


+00 X —00 = —00 


5) lim 4n? -2n-5- lim n? (a-2- 5 


n n 


noo n— o0 


5 


Et puisque : iim-2-0 et lim 3-0 et 


no*o n n—+00 n? 


lim n? = +00 


n—+0 


Alors : lim 4n? -2n—5 = +00 


6) 


car Sim 20 et lim 77-0 et lim 5-0 


noo n? 


noo n noo n 


(ve —3n+2 enJ( dr? -5142-n) 


7) 
lim n° -3n+2 -n= lim E 


n n -3n+2-n° n? 
= lim = 


n—+00 Je dni2an I 3n + 2 + n m E 
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LL 3n+2 


EID 


Exercice19 : calculer les limites suivantes : 
1) lim 4n? —5n? +3n—1 2) lim 6n! -2n° +7n-9 


n—+00 noo 
...On-3 . 6n -9 2 
3) lim Z 4) lim 2 5) lim se 
noo 3n +5 n>» 3n4] n>» ]4n —5n49 
Gran. 
no n° + 3n—4 
Solutions : 
1) lim 4r? — 5n? -3n-1- lim 4r? = +00 
n—+00 n—-roo 
2) lim 6r? - 2r? +7n—9 = lim- 2m? = —œ 
n—+00 noo 
3) ga oS ce 
n Ay +5 noc 3n 3 
. 6m -9 6 3x2 i 
4) lim ia = him PL 2 CALE D 
n> 3n +] n> 3g aen 3n n—+0 
2 2 
D qup oce cnp M p Or SU be 
n ]4n —5n+9 "—-]4Am  "o]Anxnxn "2*2n 
?+1 : 1 
6) lim — 7 -- lim "-- lim ——- ^ = lim —=0 
n> qp -3n—4 n>n no nxnxnxnxn n>n 


Exercice20: calculer les limites suivantes : 


1) lim /n*2-4n 2) lim Vn?+n+1-n 
3) lim Yn -2n -n+4 4) lim norte 
n—+00 n 


n—-oo 


Solutions : 


1) 
pem pos Ur) 020 
lim n+2 dn lim (c2 i) rae s 0 


Vi enel n) [V +n+1+n) 
m n5 EE 


i 1 
. n+l : n+l Pr 
- lim = li 


L m = lim n - 
| i eden | ee he 
n n n 


n 


3) lim dr? +2n° -n+4 = = lim n° = 00 = +00 


| 1 .1 
4) lim nar tan — ? on pose : -=t 
n—> +0 n n 
n — +0 & 1 — 0 
ar tan t 


| 1 2 
lim nar tan — = lim ———— = 1 
n—»-oo n 1—0 t 


IN 


Exercice21: Soit (v, Jes une suites tel que : 


VneN 


v, -2(-1) E +2 
4 a 
1)montrer que : v, 2 2n VneN 
2)en déduire : lim v, 
n—+00 


Solutions :1) ona : (-1) 2-1 VneN 


Donc : 2(-1)' 2 2 donc 2{-1} 2 +2>-24 0 +2 
4-5 
Donc : War VneN 
4 > . 4 ; 
SORA VneN et non = +00 


Donc : lim V, = +0 d'après : Théorème 4 

n oo 
Exercice22: Soit (v, jm une suites tel que : 
v,=3n+5sinn VneN 
calculer : lim v, 

n—+00 

Solutions :ona:sinn>-1 VneN 
Donc : 5sinn 2 —5 donc v, 23n-5 


ona:v,23n-5 VneN et lim3n—5 - 4c 
Donc : lim V, Z+ d'après : Théorème 4 
Exercice23: Soit (v, ), , une suites tel que : 


y, -—Anct3cosn | VneN 


calculer : lim V 
n -oo 


Solutions : ona: cosn x1 VneN 
Donc : 3cosn € 3 donc v, € -4n 4*3 
ona: v,<—4n+3 VneN et lim-4n +3=-0 


Donc : lim V, —-—99 d'après : Théorème 5 
Exercice24: soit (u,) la suite définie par : 


sinn 


u, =3+— Yn e N° 
n 


calculer : lim u, 


noo 


. sinn 
Solutions : on a : u, =3+ — 
n 
sinn sin n 
donc : u, -3 = —- donc : |u, -3| = |— 
n n 
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donc : |u, -3| pde car : sinn|x1 
n 


et puisque : lim -0 alors : lim u, =3 
n 


n—+00 


: . Sinn 
Exercice25:calculer : lim 


n— roo n 


Solutions : ona: -1xsinn €l VnehN 


Donc: «432^ .! wvgemw' 
n n n 
-l . 1 . Sinn 
Or on a : lim— -lim— =0 donc: lim = 0 
n n noo n 


Exercice26: soit (v,),., la suite récurrente 


n24 


5v 


[41 


définie par : Vue d 
v4, —10 


montrer que La suite ((v,) est convergente. 


n>4 


5y 4-n 


n 


Solutions : 1) v, -v, = 
n+1 


Et puisque v, >0 :Yn 2 4 (vérifier le par 
récurrence) 


Alors: v,,-v, <0 vnz4Donc: ((v, jm est 


décroissante 


Et puisque : v, > 0 Vn>4 alors (v,),., est 


minorée par O Conclusion : (v,)., est 


n24 
convergente 
Exercice?27 : calculer les limites suivantes : 


cosn l 3n—2sin— 
1) I lim 
n— oo n+2 n—+00 . 
4n t sin — 
n 
: . cosn 
Solutions : 1) lim ?? 
n—+0 n+2 
ona:-I1<cosn<l VneN 
Donc: -$ <s”. ! VreN' 
n+2 n+2 n+2 
: . 1 
Or on a : lim- = lim =0 donc: 
n+2 n+2 
. cosn 
lim =0 
n—+0 n+2 
. 1 
3n—2sinl 3n —2sin — 
2) lim n posons : u, = n 
noo 5 T 1 
4n -- sin — 4n t sin — 
n n 
8 


sin — 
1H ^on 
4 


donc : (a vérifier) 


3 
u, ——|= 
4n + sin — 
n 


etona: -1€sinnxl1 VneN donc: 


jy peni caua Yn e N* 


n 
Donc : r < T$ 
4n+1 dit 4n -| 
n 
£z i 
et puisque sin — X1 et 1 |, 1 VneN 
n Anisinl| 4-1 
n +sin — 
sin — 
Donc n |« l Donc Lose H 
antenne] 95 4(4n-1) 
n 
i ; 11 
et puisque : lim =0 alors ; 
4(4n-1) 
dics 3 
lim ————4 =- 
TE An+sin— 4 
n 


Exercice28:Soit (v, ), , une suites tel que : 


E 4 
Vu FV, tA 


n 


VneN et v,-1 
montrer que : lim v, =+% 
n—>+00 
Solutions : on a : v,,-v, 2n* 20 VneN 
Donc : (v, ),.,, est croissante 
Montrons que (v, Jus est non majorée ? 


Supposons que (v,),.,, est majorée 


Donc : (v,), , converge vers un / eR 


Donc : lim v, =/ et on a aussi lim v,., =/ 


n—>+00 noo 


Donc : limv,,-v, 20 0rona : v, =v, 2 n* 


n—-roo 


Donc : lim v, —v, 2 lim. n* 2 & absurde(««- 0) 


donc (v,),.,, est non majorée et croissante 
donc : lim v, =+00 

me 
Exercice29 :Soit la suite (u, ) définie par : u, =1 
et u„ı =f (u,) où f(x)2x «x41 
1. Monter que la suite (u, est croissante 
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2. Montrer que la suite (u, )est non majorée 
(Par absurde) . 
3. En déduire la limite de la suite (u, ) 


Exercice30: Soit (v, Jis une suites tel que : 


p S PET 
y, = dieran —_ VneN 
3n° +4 


Calculer lim v, 
2n? -n«1 

3n? +4 
Donc : v, = f (u,) avec: f (x) 2 x 
2n°-n+1 . 2m 2 
——- eniti 

3n° +4 


Solutions : on pose : u, = 


On a: lim u, = lim 


n—>+00 n—>+00 


Et f est continue en = 


Donc : lim», -/(2]- - 


noo 3 


Exercice31: calculer les limites suivantes : 


1) lim ua (ZH) 
n+ 3n+4 


2 — 
2) lim [16n ze 
neo 2n +1 
. (1 
3) lim arctan (n sin Bj 
n— oo n 


Solutions : 1) lim Gan 


16n° 
= lim pecu et la fonction f 


n—+0 2n 


telque: f(x)-NXx est continue en 8 
2 
lim 16n —-3n+1 = JE = 48 


2n° +1 


3) lim arctan L sin Bj 
n— roo n 


. .(1 1 
lim nsin| — |=? on pose : t=— 
n 


n—>+00 n 


n> +0 St 0 


Ico 


lin Lir done: nsin( 1)-1 
n 


1230 f noo 


et la fonction f tel que: f(x)=arctan(x) est 
continue en 1 


n—>+00 n 


cU 
donc: lim can] n ZB = arctan (1) = T 
Exercice32: calculer les limites suivantes : 


; lim B 
n4 3 


Solutions : lim 2"=+00 


n—>+%0 


lim 2” 


n—+00 


; lim (-5) 


n—4o0 


car a=2>1 
lim 2|: Gaps ese 
n4 3 3 


(-5) 


Exercice33 : calculer les limites suivantes 


N'a pas de limites car a — —5 < —1 


lim (0,7) ; im (V2) ; tim(-2)' ; lim (4) " 
lim (E ; lim(3) -— ; li Gr 
Uhay mU EUER gg 


Solutions : lim (0,7) 20 car -1<a=0,7<1 


n—>+00 


lim 42 =+00 2 >1 


noo 


cara — 


lim (-2)" N'a pas de limites car a — —2 < —1 


n—-oo 


lim (4)" = lim 


— lim (3) =0 Car-1<a= ! «lI 
n—+0 n (4) 4 


n—>+0 | 4 


n n 5 
lim ) = im? =+% Car a=—>l 
(4) i x 


1 
= roo-()24o car a —3» 1 et za 


f : : 1 
Exercice34:Soit la fonction f (x)= jl 
1. Déterminer le point d'intersection de C; avec la 
droite (A) y 2 x 
2. Soit la suite (u, ) définie par : u, =0et 
Un E f (u,) 
a) Poser sur l'axe des abscisses les 3 premiers 
termes de la suite (u, ) 
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b) Conjecturer la monotonie de la suite (u, ) et sa 


n 


limite potentielle. 

3. Montrer que la suite (u, )est croissante 
majorée par 2. 

4. Soit la suite définie par: vn € N v, =u, *« 
a) Déterminer a pour que la suite (v,) soit 
géométrique. 

b) Déterminer v, puis u, en fonction de n 

c) Déterminer la limite de la suite (u, ) 


Exercice35 :Soit la suite (u, ) définie par : u =1 


et u,, = f (u,) où s= 


1) Etudier les variations de f sur 7 =[0,1] 

et Montrer que f (I)c I 

2) a) Montrer que :(Vn € N) u, € 1 - [0.1] 

b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis 


en déduire qu'elle est convergente. 
c) Calculer la limite de la suite (u, ) 


Solution : 1) f (x)= E 


La fonction f est croissante et continue sur 
I 2 [0.1] donc : 


s= (2) Cr.) a etg 


2) a) montrons que :(Vn € N) Ox u, <1 
e ona: 0<u <1 la ppté est vraie pour n=0 
e supposons que : Ou, <1 


e montrons que : OX u,,, X1? 


ona: Oxu, X1 donc u, eI - [0.1] 
donc : f (u,)e f (I) c1 donc: u,,, e [0.1] 
donc : 0€ u,,, <1 


<1 


n 


Conclusion : (Vn € N) Oxu 


lcu, 
nd Un — 2 —u, 


e n | 1 
Uu u, = u n x 
2. 1+u 


Ona: 


Xu, - 1) u, +2 
lu, E D dul. tz 


2 E 2 2 
Et puisque : Ox u, X1 alors : u 20 


nel — 


Donc : la suite (u, ) est croissante 

et puisque : (u, ) majorée par 1 alors : 

(u, ) est convergente. 

C) (u, ) est convergente et la limite est solutions 
de l'équation f(x) = 


1-1 


donc: l= f (D) &12,|— € 2p -1-120 


donc : /—1 ou 1--- et puisque : O</<1 


donc: lim u, =1 


Exercices 36 :Soit la suite (u, ) définie par : 
3x+2 
= o 
f(u) où Fa) - 55 
1. Etudier les variations de f et déterminer 
f ([0,2]) 
2. a) Montrer que :(Vn € N) u, € 7 =[0,2] 


ug =0et u, , 


b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis 
en déduire qu'elle est convergente. 
c) Calculer la limite de la suite (u, ) 


Exercice37:Soit les suites numériques (u, ) 


1 
KS et v, =u, + 


k=0 À : nxn! 


et (v, ) définies par : 
VneN 

1. Montrer que la suite (uw, ) est croissante et que 
la suite (v,) est décroissante. 

2. Montrer que (Vn € N)( v, » u,) 

3. Montrer que les suites (u, ) et (v,) sont 
convergentes et ont la méme limite. 

Les suites (u, ) et (v,) sont appelées : Suites 
adjacentes. 

Exercice38 :Considérons les suites (u, ) et (v,) 


définies par : u, =a et v, =b avec 0 «a < b «2a 


u,v,=ab et v,,= B 
2 
1. Montrer que (Vn € N)(0 < u, < v,) 
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2. En déduire que la suite (u, ) est croissante et 


que la suite (v, ) est décroissante 
1 
3. a) Montrer (Vn E N) v, ,—u, , S —u,) 


b) En déduire : 


lim v, —u, 


n—>+00 


c) Montrer que (u,) et (v,)sont adjacentes 
4. Déterminer les limites des suites (u,) et (v,) 


Exercice39: Soit les suites numériques (u, ) et 


n 


1 1 
=D — et v, Zu, * — 
k n 


k=1 


(v,) définies par : u 
Yn e N° 

1) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que 

la suite (v,) est décroissante. 


2) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont 


convergentes et ont la méme limite. 


Solution : 
1) u,a -u, = +0 donc : (u, ) est croissante 
(n+1) 
1 1 
Vaa Vam Ua MP 
ntl n 
2 1 
KIS V - ES a 
(n+1) n+l n n(n+1) 


donc : (v,) est décroissante. 


2)on à lim v, —u, = lim iem 0 et puisque la suite 
n—+00 noo gm, 

(u, ) est croissante et que la suite (v,) est 

décroissante alors Les suites (u, ) et (v,) sont 

adjacentes donc convergentes et ont la même 

limite. 

Exercice40: Soit les suites numériques (u, ) et 


(v, ) définies par : u, DT -24n«1l et 
im 
"d 
v, 2 V —-2d4n VneN' 
2 


1) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que 
la suite (v,) est décroissante. 

2) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont 
convergentes et ont la méme limite. 


Solution : 


1 
1u,-u,- —24n42 -24n^1 
) n+l n Jn41 


TNn ensi) 


donc : (u, ) est croissante 


1 
v -v = —2 n1 +n 
n+l n Vn+1 


(nr) 
Vni n+1+Vn) 


donc : (v,) est décroissante. 


u u, = -0 


n4l 


Vu —V, = «0 


n+ 


2)ona lim v,-u, = lim =0 et puisque 


n—+00 noo 


2 
n+l+ Jn 
la suite (u, ) est croissante et que la suite (v,) est 
décroissante alors Les suites (u, ) et (v,) sont 
adjacentes donc convergentes et ont la même 
limite. 


Exercice41: Soit les suites numériques : (x,) et 


n -1 k+1 
(u,) et (v,) définies par : x, -yi à et 
k=1 
u,=x, et v,=x,, VneN' 
Montrer que les suites (u, ) et (v,) sont 


convergentes et ont la méme limite. 
Solution :il suffit de montrer que Les suites (u, ) 
et (v,) sont adjacentes ??? 
1 1 
"ec ETE D ORT P 


donc : (u, ) est croissante 


1 1 


3 ;:40 
2n 43) (2n+2) 


Via Z Vn — Oops T Xn T ( 


donc : (v,) est décroissante. 
Etona 


lim v, ~u, = lim x,,,, —x;, = lim — —5 -0 
n—+00 n—+00 n—+00 (2n + 1) 


alors Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes 


donc convergentes et ont la même limite. 
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Exercice42 :Soit la suite (u, ) définie par : u =1 
Ne 
x+1 


et u, = f (u,) où f(x)- 
1)Etudier les variations de f sur IR^ 
2)onpose:o,-u,,, et f,-u,, VneN 

a) Montrer que la suite (c, ) est croissante et que 


la suite (5, ) est décroissante 
b) Montrer que : e, < B, VneN 


l 
3) Montrer que : (Vn € N) 2 u, X1 


4) Montrer que VneN' 


1 
u |<— 
n 


n+ “n| > 


u 


5)en déduire que la suite (u, ) est convergente 


Et déterminer la limite de la suite (u, ) 


1 
Solution :1) /'(x)2--— —5 <0 VxeR' 
(x41) 
Donc f est décroissante Sur R* 
2)0na:q«4,-U,,, et B, -u,, etu - f (u,) VneN 


nm 
Donc : à, -(f f )(a,) et B,a =(f°f)(B,) 
Et puisque f est décroissante Sur R^ et 
f(R') = 


a)montrons que : a, <a, +1 et P,a < B, VneN 


R' alors: fo f est croissante Sur IR^ 


epour n=0 on a: a, 5a el B-isAi 


eon suppose que : a, <a, et D, 4 € D, 
emontrons que : «, <æ, et P, € D, ? 


ona: a, xa,,, et D, € D, et puisque fof est 


croissante Sur R* alors : 
(SoSe) SF» Sæ) et (FFB) FFE) 
Donc: æ, <a,., et Baez S Bu 
et Pn € B, VneN 
donc : (c, ) est croissante et la suite ( £,) est 


Donc : e, <a 


n+l 
décroissante 
b) Montrons que : a, < B, Vne N 

e pour n=0 on a : a, ZI p. =1 donc : æ, < f, 


eon suppose que : ca, < f, 
emontrons que : æ, € ? 


n+l 


on a: a, € B, et puisque f» f est croissante Sur 


R^ alors: (f » f)(a,) «(f » f£ )(,) 


donc: æ, < donc : æ, < B, Yne N 


ntl — F n+l 


1 
3) Montrons que : (Vn € N) 2s u, X1 


Puisque : œ, <a, €x B, x B, (Vn EN) 


1 
Donc : 2 = Usny mE uU, <1 
1 
Donc : 3 A (Vn € N) 
1 x 
3) Montrons que : lu, -u,|<— VneN 
n 
1 1 
epour n=1 ona: |i -u|-c donc : We us: 
1 
eon suppose que : |u,,, -u,| < — 
n 
1 
emontrons que : |u,,, — u, 1| € — ? 
n4l 
1 1 
ona: Uo y = z 
U, tl u,+1 
x : U u 
(u,a +1) (u, +1) "^ " 
1 1 
Etona:—<u,<l et -<u,,, <1 
2 2 
3 
Donc : 2r <2 et ><l+u,; <2 
1 1 2 1 1 2 
Donc : —< <=> et -< <= 
2 utl 3 2 u,+1 3 
1 4 
Donc : <— et jua 7u, S< — 
(u,a +1)(u, +1) 9 n 
1 4 
Donc : mre s 
(upa +1) (u, +1) 9n 
1 4 -4 
Etona: A. + 0 donc : 
n+l 9n On(n+1) 
st 
On n+l 
Donc : |u,,, -u,,|[<—— 
n+1 
1 , 
donc : ju, -u,|€— VneN 
n 


5)montrons que la suite (u, ) est convergente 
Et déterminons la limite de la suite (u, ) ?? 
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1 , 
Ona:lu,,-u,]<—VnenN 
n 
1 + 
donc: w,,,—-u,, < — Yn € N 
2n 
1 , 
donc : iz, - B,|€ — Yne N 
2n 


; al | 
et puisque : LTF =0 alors : lima,- f, «0 
n 


et puisque («,) est croissante et que la suite 
(B,) est décroissante alors Les suites (c, ) et 
(B,) sont adjacentes donc convergentes et ont la 
méme limite / 

On a: limu, =limu,,,, =l 

Montrons que : limu, =L ? 

Soit £> 0 

limu,, =l donc 3n eN Vn>n, lu,,-1l<e 


limu, =/donc dn EN Ynn, fé — | ni^ 


Soit N -sup(n;n,) donc : |u,, - 1| 4 € et 


ualle 
Donc : YVe>0 INEN VnzN lu, -l|«& 

Donc limu, =l 

On a donc : 

a) f est continue sur R* 

b) f(R‘)c Rt 

c) (Vn € N)( u, = f (u,)) 

d) u EI 


e) (u, ) est convergente 

Alors la limite l de la suite (u, )vérifie l'équation : 
1- f (I) et 1e R* 
I- f (Der «1-120 


-]-4 45 -l-45 f 

donc: l= v5 ou l= et puisque : 
2 2 

le R*donc : lim u, = pg 


Exercice43 :Soit la suite (u, he définie par : 


u =1et W, = VneN' 


u, 
9 +u’ 


1) a)Montrer que: VneN' 1<u, x 443 


b)Etudier la monotonie de la suite (u, Js 


13 


Et en déduire sa convergence et sa limite 


2)on pose : v, = SEEN VneN' 
n: 
cus s 2 1 PENE 
a) vérifier que : Yn e N ;$- et en déduire 
DRM. 5 


la monotonie de la suite (v, ), x 


b) Montrer que les suites (u, ) a et (v, ), ay sont 


neN* 
adjacentes 
Solution : 


n 


On a :u, 2 1et u,n = 


1<u, «445 ? 
12x 

9 4 x 

la fonction f est continue et dérivable sur IR 


jay oer) 


(x) ^ (oes) 


1) a)Montrons que : Vn e N° 


Soit la fonction f tel que : f (x)= 


4 4 
jsp -4x -36 


(94) 
Le signe de f'(x) est celui de : 3 -x 
8e 8-8 
Donc : f est croissante sur EE TH 
Et f est décroissante sur A | et RME ; +a] 


Montrons par récurrence que : Vn e N° 


Li Ne 

n=1 u, =1 donc: ES ERA 
supposons que : 1<u, NI 
montrons que : 1€ u, NI 
ona: ete SANG 


et puisque : f est croissante sur 7 AL 
ona: f()s fn) s F(N8) donc 

Ss, < "RE 

donc: 1< upa NA VneN' 
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b)Etudions la monotonie de la suite (u, jos 
. 12u, 12 


u.-u —u =u —1l|=u 3-u, 
9-u^ "  "*9-u^ "l9 +u 


n+l n 
Puisque : 1<u, < 443 donc : 
Oxu, et 3-u*>0 et 9+u>0 


Donc: u,,, -u, 20 
Donc (u), est croissante 


Déduction de sa convergence et sa limite ? 
la suite (u, ) est croissante et puisque (u, ) 


majorée par 4.43 alors :(u, ) est convergente. 


Soit : limu, =l on a donc : 1<1< 443 


; : 12 
Soit la fonction f tel que : f (x)= EET 
X 


On donc : 


a) f est continue sur 7 A 
o s(n) =s (fiA) rar) 


c) (Yn € N)( u, = f (u,)) 
d) u EI e) (u, ) est convergente 
Alors la limite l de la suite (u, )vérifie l'équation : 
I- f (I) etl eI 
iie ear Der es 

9+1 
donc: l= B ou l=- NE et puisque : /el 


donc: lim u, =1= 443 
2) v, = +3 
n. 


a) vérifions que : Vn e N° 


Yn e N° 


ona:1<u, <ÿV3 VneN' 


4 
donc : eut <[) donc : 1<u <3 


i oT 
9-u^ 5 


donc : 10<u*+9 donc : 


déduction de la monotonie de la suite (v, ) 


* 


neN 
u u u 


Un n n+l n 


M (nal) a! nasl) a! 


Y. V zb -u zm — —'( 
US" gW(nel) "Jo n!” (n-- 1) (9 u;) 


7 12 C'est en forgeant que l'on devient forgeron » Dit un 
Vau 7 V, 7 T ——-(n+1) proverbe. 
(n + 1)! 9+u, C'est en s'entraînant régulièrement aux calculs et exercices 
. u 12 6 : Que l'on devient un mathématicien 
Et puisque : (niji -0 et TUE e Yn c N 


Alors SP uos fn (a+) 
icr E 7 


Et puisque : -n+2<0 Vn e N° 


Alors : v,,, —v, <O donc : (v,) est décroissante. 


b) Montrons que les suites (u, Ju et (v, Joss 


sont adjacentes ? 


limv, -u, - lima + [NS -u, ) 
n: 


T 
Etona: limu, - 43 et lim— =0 
n: 


n—»o0 


Donc : limv, -u, =0 


Et puisque (u, jas est croissante et que la suite 


(v, ewe est décroissante alors Les suites sont 
adjacentes donc convergentes et ont la même 


limite donc : lim v, = 443 


n—+00 
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